ANALISI MATEMATICA I
A.A. 2015-16 — Foglio 6

ESERCIZI

1. Dire se ¢ possibile usare de I’'Hopital per calcolare i seguenti limiti

o cosz — 1 . X4 xdsin(l/z) e
i) lim ‘ ; i7) lim ‘ ;i) lim —;
20 €% + sin z cos T -0 2z + x?sin(1/x) T——00 I
7+ 227! +sin(2 2 i 2(z) -1
o) lim ——F 2 +sm@fe) oy, 2@edsing oL cos () — 1
2—0 2sin(2/x) + x~(sin(1/x) + 4) z—+oo 12 + cos 2z @=0  sin®(z)

2. B vantaggioso usare i teoremi di de I’Hopital per calcolare i seguenti limiti?

1 1 9 | _1

N o Dx2AdaTe o\ .. x°+sinx . €®
i) lim —————; i) lim ———— i11) lim

r—+00 3173 — Q2 T—+00 T + COS T =0t I

3. Per quali valori di «a, 5 si possono utilizzare i teoremi di de 'Hopital per calcolare
i seguenti limiti?

N 1 .. . a Bz coey e o . . . ew

i) lim ; it) lim z%e”; i19) lim 2 log sin x; iv) im —
z—0 3 T—+00 z—0 z—0+t X

sinx — x¢

4. Calcolare l'ordine di infinito o infinitesimo per x — 0, rispetto all’infinitesimo o
infinito campione, di:
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i)e*—1— % — i) (e”log(1+ x))?; iii) (z — sinz)(tan x)?%;
.. sinx  cosx —1 sin(z) cos(x) log(1 + x) , ,
Xy — - ) : vt) 1+ log(l+ x) —sinxz — cos x;
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2 4

Vi) viii) 2(cosz — 1) +sin(z? — 2°); iz) (" — cosz)? — 2.

sinz — \/|z|’
5. Determinare gli ordini di infinitesimo o di infinito per x — +o0, rispetto all’infinitesimo
o infinito campione, di:

i) & — sinz; i) z(log(z) — 1) — (z + 1)log(z + 1);  iii) x —tanz’
223 —1

iv) ; v) Vo + 14 cosu; vi) x — ve it
3+ 1



6. Determinare gli ordini di infinitesimo o di infinito per z — xq rispetto all’infinitesimo
o infinito campione di:

i) V2 — cos(z) — sin(x), per zo = T 41) sin(rz) — e* 7, per xp = i;

iii) e* — " — x + a, per g = a; iv) 1 — V5 — a3+ 2x, per zg = 2;

v) 2? — e 4 %sin Tz, per g = 1; wi) log(2 — z%) — cos(3x), per zp = 1.

7. Mediante il principio di sostituzione calcolare:

‘ e’ 4+ 32 —x N sin(1) 4277
i) lim ———— i1) lim .
ztoo 13 +er 17 3:—>+oo34x—}—4 +tan( )
.. sin(log(x)) + 22 —2x+1 . log(l+4x) — 2sinx — sin 2z + cos T — cos 2[E
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8. Valutare, mediante la formula di Taylor, l'ordine di infinitesimo, al variare di
k € R, per x — 0, di:

2
i) e® + ke " cosw — 1 — ka?; log(1 + ) — karctanx + %,
1+ 2V —kz; 1-2°—3"4+ (k> +2)%  cos(sinz) — encos(52)),
9. Valutare l'ordine di infinitesimo per x — oo al variare di k € R di:
Ve —1- o a)(snom——2) s ) loa(e? 1) + 2log(§ — arctan(x) +
i) e —1—— sin — ; iii) log(x og(% — arctan(x —
10. Calcola la formula di MacLaurin fino al terzo ordine di:
i) arccos; i1) cosx +isinx; iii) S,
iv) log(sinz + cos z); v) /1 +log(l + z); i) 2smx T
ex J—

11. Calcola la formula di Taylor centrata in x( fino al terzo ordine di:

x? — a3

i) (x — 1)*(z — 2) per 2o = 1 i1) 2
. ™ . . m
i11) sin(z) per xg = T iv) log(sinz) per xg = 5

v) V1+ a2 + 23 + 2t per 79 = 1; i) arccos(g\/Q — 22) per zg = 1;

per zg =1

i) arct -z 1 i) 7 log 2] 9

arctan | —— | per o = 1; 0 er xy = 2.

vii) arctan | T—— | per zo = L viii) x| logx|2 per zg

12. Se per f(x) la formula di MacLaurin (al secondo ordine) ¢ f(z) = 1+z+2*+o0(2?),
qual ¢ la formula di Taylor centrata in 1 di f~!(x) fino al secondo ordine?
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Calcolare i seguenti limiti, se esistono, al variare di k € R.
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Calcolare un polinomio P(x) di grado < 3 tale che ¢¥"*#+% — P(z) sia infinitesimo
di ordine maggiore di 3 per x — 0. Che forma hanno i polinomi Q(x) di grado

esattamente 4 tali che " #+e — Q(x) sia infinitesimo di ordine 4 per x — 07

Calcolare un polinomio P(x) di grado al piun 2 tale che cos(x) — xsinz — P(x)
sia infinitesimo di ordine maggiore di 3. Spiegare perché ¢ sufficiente prendere un
polinomio di grado 2.

Dire se esiste un intorno bucato di 0 tale che il segno di log(1 + e* — cos(z)) ¢
costante. E per log(1 + e* — cos(z)) — x7

Scrivere la formula di MacLaurin di ordine N di (:vl—l-_1)2

Usando la formula di Taylor con resto di Lagrange, mostrare che f(z) := cos(z) —
1+§—§<Oper 2] < 3.

Calcolare e3 cos(3) a meno di 1072

. .. 1 . . _
Trovare un numero razionale che approssimi ¢®(7) con un errore minore di 10~%.

Trovare un polinomio che approssimi xe® con un errore minore di 1072 su [—1, 1].

Trovare un polinomio che approssimi “’S(Eﬂ su (0, %) a meno di 1073,

Trovare un polinomio che approssimi 2° con errore minore di 1073 su z € (0.8, 1.1)

(a) Per ogni N € N scrivere la formula di Taylor centrata in 0 di ordine N per
la funzione f(z) = 23% con resto sia di Peano che di Lagrange. (b) Calcolare
f(=1/3) con errore minore di 107%. (c) Scrivere un polinomio che approssimi
% su [-1/3,0) con un errore minore di 1073,



25.

26.

27.

Per quali £ € N cos(kx) ¢ approssimato su [_WE’ WE] da 1 — %172 con errore

minore di 10727
Mostrare che cos(+) ¢ irrazionale per ogni n € N.

La costante di Ramanujan ™13 dista dall’intero pitt vicino meno di 10712, A
quale ordine dovremmo troncare la formula di Taylor per e*, centrata in 0 e con
resto di Lagrange, per ottenere una stima per l’errore minore di 1072 quando la
si calcola in x = /1637



